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Механико-математический факультет

Кафедра математики
МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ К ПРАКТИЧЕСКИМ ЗАНЯТИЯМ
по дисциплине
Комплексный анализ
Весенний семестр 2023-2024 уч. год

образовательная программа «6В05402 Математика»

Алматы, 2024
Модуль 1. Элементарные функции комплексной переменной

1 неделя (1 час)

Тема  Комплексные числа и операции над ними. Геометрические образы на комплексной плоскости.

Цель занятия Овладение практическими навыками при выполнении арифметических операций над комплексными числами.

Задание  Лит.4: №№ 1 – 9 неч. ч/з 1, №№ 23 – 39 неч. ч/з 1 

Основные вопросы
· Сложение, вычитание, умножение и деление комплексных чисел в алгебраической форме.

· Тригонометрическая форма комплексного числа (модуль, аргумент).

· Геометрическая интерпретация комплексного числа.

· Умножение и деление комплексных чисел в тригонометрической форме.

· Возведение в степень и извлечение корня из комплексного числа. Первообразные корни.

· Геометрическая интерпретация операции извлечения корня.

Методические рекомендации:

1. При делении комплексных чисел, записанных в алгебраической форме

· числитель и знаменатель умножаем на комплексное число, сопряженное к знаменателю;

· производим умножения;

· выделяем действительную и мнимую части.

Задача 1. Выполнить указанные действия: 
[image: image597.bmp].

Решение.
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2. При извлечении корня n-ой степени из комплексного числа следует:

· найти модуль и аргумент;

· записать число в тригонометрической форме;

· извлечь корень n-ой степени из модуля, а аргумент разделить на показатель извлекаемого корня;

· выделить n различных значений, придавая k целочисленные значения от 0 до (n-1);

· следует помнить, что при извлечении корня из действительного числа вычисляемые значения входят попарно сопряженными;

· геометрически вычисляемые значения находятся в вершинах правильного n – угольника, вписанного в окружность радиуса, равного корню n-ой степени из модуля, так как их аргументы отличаются на 
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Задача 2. Найти 
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Решение.
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при 
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при 
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при 
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Так как 
[image: image15.wmf]1
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 – действительное число, то вычисляемые значения попарно сопряжены. Геометрически, так как их аргументы отличаются на 
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, то они лежат в вершинах правильного четырехугольника, вписанного в окружность единичного радиуса.

3. При решении задач на основе геометрической интерпретации следует знать, что:

· геометрически комплексное число изображается точкой на комплексной плоскости (z) или вектором, направленным в точку, изображающую комплексное число;

· геометрически линейные  операции над комплексными числами есть соответствующие операции над векторами, их изображающими;

· модуль комплексного числа есть длина радиус-вектора, изображающего это число.

Задача 3. Исходя из геометрических рассмотрений, доказать неравенство:
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Решение.
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Из 
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 следует: 
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Литература:   Лит.1:  гл. 1, § 1, стр. 12 – 17.

Лит.4:  №№ 1-9 неч. ч/з 1, №№ 23-39, неч. ч/з 1.

2 неделя (1 час)

Тема Элементарные функции комплексной переменной.

Цель занятия Введение основных элементарных функций комплексной переменной и овладение практическими навыками при работе с ними.

Задание  Лит.4: №№ 58 – 81 неч. ч/з 1 
Основные вопросы
· Элементарные функции 
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 как суммы соответствующих степенных рядов.

· Формула Эйлера.

· Свойства элементарных функций 
[image: image23.wmf]ctgz
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· Обратные элементарные функции 
[image: image24.wmf]Arcctgz
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· Элементарная функция 
[image: image25.wmf]a
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 и ее свойства.

Методические рекомендации:

1. При работе с элементарными функциями комплексной переменной следует знать, что

· 
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· 
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2. Обратные элементарные функции комплексной переменной можно получить как с помощью рядов, так и на основе определения обратной функции, При этом

· 
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Задача 1. Пользуясь определением 
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Решение. 
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Задача 2. Найти модуль и главное значение аргумента комплексного числа 
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Решение. 
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Задача 3. Воспользовавшись определением обратной функции, найти функцию 
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Решение. 
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Здесь


[image: image41.wmf]z

Arg

,

z

=

j

=

r

.

Тогда
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Таким образом,
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Задача 4. Найти все значения числа 
[image: image45.wmf]i
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Решение. 
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Литература:  Лит.1: гл.3, § 1, стр. 79-83;

Лит.4:  №№ 58 – 81 неч. ч/з 1.

Модуль 2. Дифференцирование и интегрирование функции комплексной переменной 
3 неделя (1 час)

Тема Дифференцирование функции комплексной переменной. Аналитические функции.

Цель занятия  Для функций комплексной переменной понять сущность понятия производной, условия ее существования и правила нахождения.

 Задание  Лит.4: №№ 131 неч., №№133 – 143  неч. 

Основные вопросы
· Классическое определение понятия производной функции комплексной переменной в точке.

· Условия Коши-Адамара.

· Вычисление производной функции комплексной переменной через частные производные от ее действительной и мнимой частей.

· Аналитические функции.

Методические рекомендации:

1. Для усвоения понятия производной функции комплексной переменной 
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· она существует, если 
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 – дифференцируемы в точке 
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 (условия Коши-Римана) в этой точке;

· производная функции вычисляется по одной из формул:
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2. Таблица производных элементарных функций комплексной переменной и техника дифференцирования остаются такими же, как и для функции действительной переменной.

Задача 1. Проверить выполнение условий Коши-Римана для функции 
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 и доказать, что 
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Решение. Для функции 
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 выделим ее действительную и мнимую части:
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Отсюда 
[image: image63.wmf])
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Проверим выполнение условий Коши-Римана, а именно покажем, что 
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Действительно, 
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Так как функции 
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 дифференцируемы как действительные функции двух переменных на всей плоскости 
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 и выполнены условия Коши-Римана, то производная 
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Таким образом,
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Литература:  Лит.1: гл.1, § 3, стр. 30-34;

Лит.4: №№ 131 неч., №№133 – 143  неч. 

4 неделя (1 час)

Тема Геометрический смысл производной функции комплексной переменной.

Цель занятия  Для дифференцируемых функций комплексной переменной усвоить геометрическую сущность модуля и аргумента производной функции в точке как коэффициента сжатия или растяжения и угла поворота бесконечно малого элемента в этой точке при отображении, осуществляемом рассматриваемой функции.

Задание  Лит.4: №№ 187 неч., 188 неч., 189, 191

Основные вопросы
· Модуль производной функции в точке, его геометрический смысл.

· Аргумент производной в точке, его геометрический смысл.

· Отображение, осуществляемое аналитической функцией, производная от которой отлична от нуля, как пример конформного отображения.

Методические рекомендации:

1. Для отображения 
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 есть коэффициент сжатия или растяжения бесконечно малого элемента в точке 
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 есть угол поворота бесконечно малого элемента в точке 
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Задача 1. Отображение осуществляется с помощью функции 
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 направления, выходящего из точки 
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Решение. 
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Тогда угол поворота
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Задача 2.  какая часть плоскости сжимается, а какая растягивается, если отображение 
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В тех точках плоскости, где коэффициент  
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Таким образом, часть плоскости, лежащая вне окружности с центром в точке 
[image: image93.wmf]1
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 радиуса 1 – сжимается, а лежащая внутри этой окружности растягивается. 

Литература:  Лит.1: гл.1, § 4, стр. 34-36;

Лит.4: №№ 187 неч., 188 неч., 189, 191 

5 неделя (1 час)

Тема Интегрирование функций комплексной переменной.

Цель занятия  Усвоить понятие интеграла от функции комплексной переменной по кривой, условия его существования и правила вычисления.

Задание  Лит.4: №№ 387 – 401 неч. ч/з1 
Основные вопросы
· Понятие интеграла от функции комплексной переменной по кривой.

· Связь интеграла от функции комплексной переменной с криволинейным интегралом второго рода.

· Условия существования интеграла от функции комплексной переменной по кривой.

· Вычисление интеграла от функции комплексной переменной по кривой.

Методические рекомендации:

1. При вычислении интеграла от 
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 по кривой 
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 следует:

· проверить условия гладкости или кусочно-гладкости кривой 
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, записав ее аналитическое представление в параметрическом или явном виде;

· выделить действительную 
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· интеграл от 
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 записать в виде четырех криволинейных интегралов второго рода по кривой 
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 и найти их по правилу вычисления криволинейных интегралов второго рода;

· в некоторых случаях аналитическое представление кривой 
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 возможно в комплексной форме, тогда можно избежать перехода к криволинейным интегралам, а сразу перейти к определенному интегралу по параметру кривой 
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;

· в случае, если подинтегральная функция является многозначной, то в условии задачи оговаривается выбор одной из ветвей функции.

Задача 1. Вычислить 
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Вдоль полуокружности 
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 меняется от 
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Вдоль отрезка 
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Вдоль полуокружности 
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Таким образом,
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3

4

3

1

3

5

)

3

sin

i

3

(cos

3

1

3

1

2

)

1

e

(

3

2

1

)

e

1

(

3

1

x

d

e

i

2

dx

d

e

i

dx

d

e

i

2

e

2

e

2

dx

x

x

d

e

i

e

e

dx

x

x

dz

z

z

dz

z

z

dz

z

z

dz

z

z

dz

z

z

i

3

i

3

1

2

0

i

3

2

1

0

i

3

1

2

0

i

i

i

2

1

0

i

i

i

1

2

DA

CD

BC

AB

C

=

-

=

=

p

+

p

+

-

=

-

+

+

-

+

=

j

+

+

j

+

=

=

j

+

+

j

+

=

+

+

+

=

p

p

-

-

p

j

p

j

-

-

p

j

j

-

j

p

j

j

-

j

-

-

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

È

È


Задача 2. Выделив стоящую под знаком интеграла ветвь двузначной функции 
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 заданием ее значения 
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Решение. На полуокружности С:

[image: image592.wmf]1

z

[image: image593.wmf]2

z

 EMBED Equation.3 
[image: image123.wmf]p

£

j

£

j

+

j

=

=

j

0

,

sin

i

cos

e

z

i


.


[image: image124.wmf]1

,

0

k

,

2

k

2

sin

i

2

k

2

cos

e

z

)

k

2

(

i

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

p

+

j

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

p

+

j

=

=

p

+

j

.
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Для 
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Так как выбор ветви определен условием 
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Таким образом,
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Литература:  Лит.1: гл.1, § 5, стр. 38-41;

Лит.4:  №№ 387 – 401 неч. ч/з1. 

6 неделя (1 час)

Тема Интегральная теорема и формула Коши.
Цель занятия Показать практическую ценность и значимость интегральной теоремы Коши. Задание  Лит.4: №№ 403 – 419 неч. ч/з1

Основные вопросы
· Интегральная теорема Коши.

· Интеграл типа Коши и его свойства.

· Интегральная формула Коши восстановления аналитической функции во внутренних точках области по ее граничным значениям.

Методические рекомендации:

1. При вычислении интегралов от функции комплексной переменной по замкнутым контурам следует:

· проверить аналитичность подинтегральной функции внутри контура;

· если она аналитична, то значение интеграла равно нулю;

· если же функция имеет внутри контура изолированные особые точки, то вводятся любые замкнутые контуры, содержащие внутри себя лишь одну особую точку, и искомое значение интеграла равно сумме интегралов по каждому из введенных контуров.

2. Если 
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· значения 
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· согласно интегральной формуле Коши 
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Задача 1. Вычислить 
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, если точка (a) лежит внутри контура С.

Решение. Согласно интегральной теореме Коши, если 
[image: image137.wmf])
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 – аналитична внутри контура С, а точка 
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Для нашего случая
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Задача 2. Вычислить 
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1) точки 0 лежит внутри, а точка 1 вне контура С;

2) точка 1 лежит внутри, а точка 0 вне контура С;

3) точка 0 и точка 1 лежат внутри контура С.

Решение. В случае 1) при решении следует в формуле Коши
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считать аналитической внутри контура С функцию 
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В случае 2) при решении согласно формуле Коши
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Следует считать 
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В случае 3) следует знать, что интеграл будет равен сумме интегралов по контурам, каждый из которых охватывает только одну точку 
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Литература:  Лит.1: гл.1, § 5, стр. 41-46; гл.1, § 6, стр. 47-51, 53-56;

Лит.4:  №№ 403 – 419 неч. ч/з1.

Модуль 3. Комплексные функциональные ряды. Степенные ряды 

7 неделя (1 час)

Тема Область сходимости степенного ряда.

Цель занятия Научить определять радиус сходимости различных степенных рядов и соответственно область сходимости комплексного степенного ряда.

 Задание  Лит. 4: №№ 425 – 445 неч. 

Основные вопросы
· Комплексный степенной ряд и его сумма.

· Теорема Абеля и область сходимости степенного ряда.

· Вычисление радиуса сходимости степенного ряда.

· Формула Коши-Адамара.

Методические рекомендации:

1. При нахождении области сходимости степенного ряда 
[image: image151.wmf]å

¥

=

-

0

n

n

0

n

)

z

z

(

C

 следует знать:

· область сходимости такого ряда круг: 
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 с центром в точке 
[image: image153.wmf]0
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 радиуса R, который может быть равен нулю, конечному числу или бесконечно большому числу;

· радиус сходимости степенного ряда определяется через его коэффициенты по формулам: 
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 или по формуле Коши-Адамара: 
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2. Внутри своего круга сходимости степенной ряд сходится абсолютно и равномерно, его можно почленно интегрировать и дифференцировать. При этом область сходимости степенного ряда не меняется.

Задача 1. Найти радиус сходимости ряда 
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Решение. Коэффициенты степенного ряда 
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1 способ. Для определения радиуса сходимости воспользуемся формулой
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Задача 2. Радиус сходимости ряда 
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. Определить радиусы сходимости рядов: 1) 
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Решение. 
1) Найдем 
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  – радиус сходимости ряда 
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Дано: 
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2) Найдем 
[image: image169.wmf]2
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 – радиус сходимости ряда 
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Дано: 
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Литература: Лит.1: гл.2, § 1, стр. 66-70;

Лит.4: №№ 425 – 445 неч.

8 неделя (1 час)

Тема Разложение аналитических функций в степенные ряды Тейлора.
Цель занятия Научиться разлагать аналитические в круге функции в степенные ряды, сходящиеся в этом круге к исходной функции.

Задание  Лит.4: №№ 453 – 473 неч. ч/з 1 

Основные вопросы
· Теорема Тейлора о разложимости аналитической в круге функции в степенной ряд.

· Коэффициенты степенного ряда, связь с интегральной формулой Коши.

· Единственность разложения. 

Методические рекомендации:

1. При разложении аналитической функции в степенной ряд следует знать, что:

· любая аналитическая в круге 
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 разложима в этом круге в сходящийся ряд 
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, причем единственным образом;

· коэффициенты степенного ряда определяются через функцию 
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, где 
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 – центр круга сходимости, а 
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 – любой замкнутый контур, лежащий в области аналитичности функции  
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 и содержащий точку 
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 внутри себя.

2. Известны стандартные разложения некоторых функций в степенные ряды Тейлора по степеням 
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, то есть в окрестности точки 
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3. Внутри своего круга сходимости степенной ряд можно дифференцировать и интегрировать почленно, причем область сходимости вновь полученного ряда остается прежней.

Задача 1. Разложить функцию 
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 в степенной ряд Тейлора и указать область сходимости.

Решение. 
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Данное представление в сумму простейших дробей получено методом неопределенных коэффициентов.

Далее, используем известное разложение:  
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 (сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии).
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Задача 2. Разложить функцию 
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Решение. 
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Воспользовались разложением 
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Литература:  Лит.1: гл.2, § 2, стр. 70-73; гл.2, § 3, стр. 74-77; гл.3, § 1, стр. 79-83;

Лит.4:  №№ 453 – 473 неч. ч/з 1.

9 неделя (1 час)

Тема Разложение аналитических функций в степенные ряды Лорана.

Цель занятия Научиться представлять аналитические в кольце функции в степенные ряды Лорана, сходящиеся в этом кольце к исходной функции.

Задание  Лит.4: №№ 543 – 557 неч. ч/з 1

Основные вопросы
· Ряд Лорана и область его сходимости. Правильная и главная части разложения ряда Лорана.

· Теорема о разложимости аналитической в круговом кольце функции в степенной ряд Лорана. Единственность разложения. 

Методические рекомендации:

1. При разложении аналитической функции в степенной ряд Лорана следует знать, что:

· любая аналитическая в круговом кольце 
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 разложима в этом кольце в сходящийся к ней степенной ряд Лорана 
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· коэффициенты ряда определяются через функции 
[image: image209.wmf])

z

(

f

 по формулам 
[image: image210.wmf])

,

2

,

1

,

0

n

(

,

d

)

z

(

)

(

f

i

2

1

C

1

n

0

n

K

±

±

=

x

-

x

x

p

=

ò

+

G

+

, где 
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 – центр кольца, а 
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 – любой замкнутый контур, лежащий в области аналитичности функции и содержащий точку 
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· если внутренний радиус кольца 
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 – конечное число, то имеем разложение в окрестности точки 
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· если внутренний радиус кольца 
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 – конечен, а внешний 
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· если внутренний радиус кольца 
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[image: image222.wmf]0

z

.

2. При разложении функции в ряд Лорана в окрестности бесконечно удаленной точки следует знать, что:

· функция должна быть аналитична вне круга некоторого конечного радиуса с центром в начале координат 
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· разложение имеет вид 
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[image: image226.wmf]G

 – любой замкнутый контур, лежащий в области аналитичности функции 
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, проходимый в отрицательном направлении.

3. Известны стандартные разложения некоторых аналитических функций в степенные ряды Тейлора по степеням 
[image: image228.wmf]z

, то есть в окрестности точки 
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Задача 1. Разложить функцию 
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 (сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии).
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Задача 2. Разложить функцию 
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Литература:  Лит.1: гл.4, § 1, стр. 111-115;

Лит.4: №№ 543 – 557 неч. ч/з 1.

10 неделя (1 час)

Тема Поведение аналитической функции в окрестности изолированной осбой точки и в окрестности бесконечно удаленной точки.

Цель занятия Для конкретных практических задач уметь определять характер изолированных особых точек аналитической функции и исследовать поведение функции в окрестности особой точки каждого вида (устранимой, полюса, существенно особой), включая бесконечно удаленную.

 Задание  Лит.4: №№ 565 – 599 неч. ч/з 1

Основные вопросы
· Классификация изолированных особых точек, включая бесконечно удаленную, аналитической функции по виду разложения этой функции в ряд Лорана в окрестности этой точки.

· Устранимая особая точка и поведение функции в ее окрестности (ограниченность).

· Полюс и его порядок. Поведение аналитической функции в окрестности своего полюса (неограниченное возрастание модуля).

· Существенно особая точка и поведение функции в ее окрестности. Теорема Сохоцкого-Вейерштрасса. 
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Задача 1. Найти особые точки функции 
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Так как в разложении отрицательных степеней 
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Так как в разложении отрицательных степеней 
[image: image346.wmf])

1

z

(

-

 только одна, то 
[image: image347.wmf]1

z

=

 – полюс первого порядка

в) 
[image: image348.wmf]=

+

-

+

+

-

-

+

-

=

+

-

-

+

=

2

)

1

z

(

1

1

4

1

)

1

z

(

1

1

)

1

z

(

2

1

)

z

1

(

2

1

)

z

1

(

2

1

z

1

)

z

(

f



[image: image349.wmf](

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

-

-

=

K

K

4

)

1

z

(

2

1

z

1

4

1

)

1

z

(

)

1

z

(

1

)

1

z

(

2

1

2

2

 для 
[image: image350.wmf]1

1

z

:

z

<

+

"

.

Так как в разложении отрицательных степеней 
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Так как в разложении нет положительных степеней 
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Задача 2. Найти особые точки функции 
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Решение. 
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 – полюс третьего порядка как нуль знаменателя третьего порядка.

Ищем другие нули знаменателя:
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Таким образом, 
[image: image363.wmf]).

3

2

ln(

i

k

2

z

k

+

±

p

=

 
[image: image364.wmf]K

,

2

,

1

,

0

k

(

±

±

=

) – полюсы первого порядка.

Так как 
[image: image365.wmf]¥

=

+

±

p

=

¥

®

¥

®

3

2

ln(

i

k

2

lim

z

lim

k

k

k

, то 
[image: image366.wmf]¥

=

z

 предельная точка полюсов.

Литература:  Лит.1: гл.4, § 2, стр. 116-121;

Лит.4: №№ 565 – 599 неч. ч/з 1.

Модуль 4. Вычеты и их применения 

11 неделя (1 час)

Тема Вычеты и их вычисление. Основная теорема о вычетах.

Цель занятия Овладеть методами нахождения вычетов аналитической функции в изолированной особой точке и усвоить практическую значимость понятия вычета и основных теорем о вычетах.

 Задание  Лит.4: №№ 621 – 655 неч. ч/з 1

Основные вопросы
· Вычет аналитической функции в изолированной особой точке.

· Вычет как коэффициент при первой отрицательной степени в разложении в ряд Лорана функции в окрестности изолированной особой точки.

· Вычисление вычетов для полюса.

· Основные теоремы о вычетах.

Методические рекомендации:

1. При нахождении вычетов следует знать, что:

· вычет функции 
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 – любой замкнутый контур, лежащий в области аналитичности функции 
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· если точка 
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· если 
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· для устранимой особой точки вычет всегда равен нулю.

2. Иногда бывает удобно для нахождения вычетов воспользоваться основными теоремами о вычетах:

· если 
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 функция всюду, кроме конечного числа изолированных особых точек 
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Задача 1. Найти вычет функции  
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z

1

(

z

1

)

z

(

f

2

3

-

=

 относительно всех ее изолированных особых точек и относительно бесконечно удаленной точки.
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Точки 
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Если 
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Задача 2. Найти вычеты функции 
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 относительно всех ее особых точек и относительно бесконечно удаленной точки.

Решение. Нули знаменателя функции являются ее полюсами.
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[image: image410.wmf]0

z

=

 – полюс второго порядка.
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Ответ: 
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в) Точка 
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 – предельная точка полюсов 
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Литература:  Лит.1: гл.5, § 1, стр. 123-128;

Лит.4:  №№ 621 –655 неч. ч/з 1.

12 неделя (1 час)

Тема Вычет аналитической функции относительно бесконечно удаленной особой точки и его свойства. Применение теории вычетов к вычислению интегралов.

Цель занятия: Нахождение вычетов аналитической функции относительно изолированной бесконечно удаленной точки. Вычисление интегралов по замкнутым контурам с помощью основных теорем о вычетах.

 Задание  Лит.4: №№ 621 – 655 неч. ч/з1 – выборочно, №№ 657 – 669 неч. ч/з1

Основные вопросы
· Вычет аналитической функции в изолированной особой бесконечно удаленной точке.

· Вычет относительно бесконечно удаленной точки как коэффициент при первой отрицательной степени, взятой со знаком минус, в разложении в ряд Лорана функции в окрестности изолированной бесконечно удаленной точки.

· Основные теоремы о вычетах.

Методические рекомендации:

1. При нахождении вычета относительно бесконечно удаленной точки следует знать, что:

· вычет функции 
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 – любой замкнутый контур, лежащий в области аналитичности функции 
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· если разложить функцию 
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· для устранимой особой бесконечно удаленной точки вычет не всегда равен нулю. для устранимой особой точки вычет всегда равен нулю.

2. Иногда бывает удобно для нахождения вычетов воспользоваться основными теоремами о вычетах:

· если 
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 функция всюду, кроме конечного числа изолированных особых точек 
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 – любой замкнутый контур, лежащий в G и содержащий внутри себя точки 
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· если 
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Задача 1. Найти вычеты функции 
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 относительно всех ее особых точек и относительно бесконечно удаленной точки.

Решение. Для функции 
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Задача 2. Вычислить 
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 внутрь контура С попадает пять особых точек этой функции 
[image: image449.wmf])

5

,

1

k

(

1

z

5

k

=

=

, которые являются ее полюсами первого порядка. Поэтому, 
[image: image450.wmf]å

ò

=

-

-

p

=

-

-

5

1

k

5

z

C

5

)

1

z

(

)

3

z

(

1

rez

i

2

)

1

z

(

)

3

z

(

dz

k

. Вне же контура С лежит лишь одна особая точка 
[image: image451.wmf]3

z

=

, которая тоже есть простой полюс. Известно, что 
[image: image452.wmf]0

)

z

(

f

rez

)

z

(

f

rez

)

z

(

f

rez

5

1

z

3

k

=

+

+

å

¥

, поэтому:


[image: image453.wmf])

z

(

f

rez

)

z

(

f

rez

(

i

2

)

1

z

(

)

3

z

(

dz

3

C

5

+

p

-

=

-

-

¥

ò

.


[image: image454.wmf]242

1

)

1

z

(

z

5

)

3

z

(

1

)

1

z

(

)

3

z

(

1

)

1

z

(

)

3

z

(

1

rez

)

z

(

f

rez

3

z

5

4

3

z

5

5

3

3

=

-

+

×

-

=

¢

-

-

=

-

-

=

=

=

.

Разложим 
[image: image455.wmf])

z

(

f

 в ряд Лорана в окрестности 
[image: image456.wmf]¥

=

z

:


[image: image457.wmf]=

×

=

=

=

=

-

×

-

×

=

-

-

=

å

å

¥

=

¥

=

0

n

n

5

0

n

n

n

6

5

2

1

5

6

5

z

1

z

3

z

1

z

1

q

z

3

q

z

1

1

1

z

3

1

1

z

1

)

1

z

(

)

3

z

(

1

)

z

(

f



[image: image458.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

=

K

K

15

10

5

2

2

6

z

1

z

1

z

1

z

3

z

3

1

z

1

,


[image: image459.wmf]1

z

1

,

1

z

3

5

<

<

   
[image: image460.wmf]3

z

>

Þ

.

Отсюда видно, что 
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Таким образом,


[image: image462.wmf]121

i

0

242

1

i

2

)

1

z

(

)

3

z

(

dz

C

5

p

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

p

-

=

-

-

ò

.

Ответ: 
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Литература:  Лит.1: гл.5, § 2, стр. 128-138;

Лит.4: №№ 621 –655 неч. ч/з 1 – выборочно, №№ 657-669. неч. ч/з 1.

13 неделя (1 час)

Тема Применение теории вычетов к вычислению определенных и несобственных интегралов.

Цель занятия: Вычисление определенных и несобственных интегралов с помощью вычетов.

 Задание  Лит.4: №№ 673 – 693 неч. ч/з 1 

Основные вопросы:
· Вычисление определенных интегралов вида 
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· Вычисление несобственных интегралов вида 
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· Лемма Жордана.

· Вычисление несобственных интегралов видов 
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Методические рекомендации:

· Для вычисления определенных интегралов вида 
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· Несобственный интеграл вида 
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· Несобственный интеграл вида 
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, лежащие в верхней полуплоскости. При этом аналитическое продолжение  
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 с действительной прямой на верхнюю полуплоскость должно не иметь особых точек на действительной оси и удовлетворять условиям леммы Жордана.

· Если выполнены условия предыдущего пункта и функция  
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Задача 1. Найти с помощью вычетов 
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Решение. Для перехода в комплексную область сделаем замену 
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Если 
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, то внутрь единичного круга попадает лишь один корень 
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, являющийся для подинтегральной функции простым полюсом, и поэтому:
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Если 
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, то внутрь единичного круга попадает лишь один корень 
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Задача 2. Вычислить с помощью вычетов 
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Решение. Так как подинтегральная функция 
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Аналитическое продолжение функции 
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Ответ: 
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Литература:  Лит.1: гл.5, § 2, стр. 128-138;

 Лит.4:  №№ 673 –693 неч. ч/з 1.

14 неделя (1 час)

Тема Конформные отображения. Линейные функции.

Цель занятия: Усвоить понятие конформного отображения на примере линейного преобразования как последовательного выполнения преобразований поворота, подобия и параллельного переноса.

 Задание Лит.4:  №№ 193 – 199 неч. ч/з 1

Основные вопросы
· Конформность линейного преобразования.

· Преобразование параллельного переноса.

· Преобразование поворота вокруг начала координат.

· Преобразование подобия.

· Линейное преобразование как последовательное выполнение преобразований поворота, подобия и параллельного переноса.

Методические рекомендации:

При конформном отображении геометрических объектов комплексной плоскости 
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· линейное преобразование есть последовательное выполнение преобразований поворота, подобия и параллельного переноса;

· при этом, если 
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 выполняет 1) поворот на угол 
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 около начала координат, 2) преобразование подобия с центром в начале координат и коэффициентом подобия 
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, 3) параллельный перенос с помощью вектора сдвига, соответствующего комплексному числу b.
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Задача. Найти целую линейную функцию, отображающую треугольник с вершинами в точках 0, 1, I на подобный ему треугольник с вершинами в точках 0, 2, 1+i.

Решение. Функция отображения имеет вид:  
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По условию 
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Отсюда: 
[image: image551.wmf]i

1

z

)

i

1

(

W

+

+

-

-

=

, то есть 
[image: image552.wmf])

z

1

)(

i

1

(

W

-

+

=

.

Для 
[image: image553.wmf]2

)

i

1

)(

i

1

(

W

i

z

3

3

=

-

+

=

Þ

=

.

2 способ.

а) выполняем преобразование поворота на угол 
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б) выполняем преобразование подобия с центром в начале координат и коэффициентом 
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в) выполняем преобразование параллельного переноса, смещающего точку 
[image: image557.wmf])

0

,

0

(

C

в точку 
[image: image558.wmf])

i

1

(

W

W

:

)

1

,

1

(

C

)

2

(

1

+

+

=

.

Таким образом,
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Ответ: 
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Литература:  Лит.1: гл.6, § 1, 2, стр. 148-171;

Лит.4: №№ 193 –199 неч. ч/з 1.

15 неделя (1 час)

Тема Конформные отображения. Дробно-линейные функции.

Цель занятия: Усвоить понятие конформного отображения на примере дробно-линейного  преобразования.

 Задание  Лит.4: №№ 201 – 211 неч. ч/з1 

Основные вопросы
· Дробно-линейное преобразование как пример конформного отображения.

· Круговое свойство и свойство симметрии дробно-линейного преобразования.

· Преобразование инверсии.

· Дробно-линейное преобразование как комбинация инверсии, зеркального отображения и линейных преобразований.

Методические рекомендации:

При конформном отображении геометрических объектов комплексной плоскости 
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 с помощью дробно-линейного преобразования 
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 следует знать, что:

· дробно-линейное преобразование обладает круговым свойством и свойством симметрии;

· дробно-линейное преобразование есть комбинация инверсии, зеркального отображения и двух линейных преобразований, при этом функция 
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· дробно-линейная функция зависит от трех параметров, например от отношения чисел 
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 к одному из них 
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· для ее определения надо задать три условия, обычно задают три пары соответствующих точек 
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Задача 1. Найти дробно-линейное преобразование, при котором две точки 
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 остаются неподвижными, а точка 
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Решение. Преобразование имеет вид: 
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Для нашего случая
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2 способ.
Так как две точки остаются неподвижными, то они 
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 являются корнями уравнения: 
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Тогда по формулам Виета: 
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Далее, так как 
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Таким образом, 
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Подставляя найденные 
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 в общий вид преобразования, имеем
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Ответ: 
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Литература:  Лит.1: гл.6, § 1, 2, стр. 148-171;
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